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1. はじめに

溶液物性を溶液構造との関わりで理解することは溶液化

学の基本課題の一つである。溶液の微視的な振る舞いを理

解するための実験としてはNMRやIRなどの測定が極めて

有用であり，広汎に研究されているが，これらの測定では

実験データーの解析に様々な仮定が用いられており、その

点に起因する困難な問題がある。一方，熱力学量は分子の

構造や運動に関する全てのレベルの情報が同程度に詰まっ

たものであり，その解釈は極めて困難で容易には熱力学量

の挙動を分子レベルの直感的イメージと結びつけることは

できない。しかしながら，熱力学量は実験が適切に行われ

ている限り，そのデーターの意味は明解で，極めて信頼に

足る情報を提供するものである。従って，厳密な理論的立

場から熱力学量の挙動を解析することは溶液化学の発展に

極めて重要な意味を持っている。

液体や溶液の熱力学量に関する統計力学理論は1930年代

のLennard-Jones DevonshireのCell Theoryおよび電解

質溶液に対するDebye-Huckel Theory以来の長い歴史を

持っており，現在なお発展途上の分野である。現在使われ

ている理論は大きく二つに分類でき，その一つは主に化学

工学などの分野で物性推算に使われているFree Volume

概念に基づく理論であり，もう一つは分布関数を液体の構

造を表現する最も基本的な量と考えて理論の中心に据える

分布関数理論である。第一にあげた理論は物性推算には極

めて有効な理論ではあるがその理論的基礎には曖昧なもの

があり，真にその現象の分子論的意味をつかもうとすると

きには十分満足できるものではない。一方，分布関数理論

は統計力学的にはっきり基礎づけられたものであり，分子

間相互作用と液体構造および熱力学量を総体として統一的
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Theoretical Estimations of Thermodynamic Quantities of Solutions 

by using the Integral Equation Theory

Masaharu Ohba

(Received January 27, 2003; Accepted February 18, 2003)

If we want to get the deep understandings for the behavior of thermodynamic quantities

of solutions in connection with its microscopic structure, we must proceed to the collaboration

of experimental study with theoretical ones. In this article, the outline of the integral equation

theory of solutions is described, because the integral equation theory is the representative

theory to describe the structure and thermodynamic properties of solutions on the same theoretical

bases. At first, the basic properties of distribution functions are discussed. Next, the relations

of thermodynamic quantities with the distribution functions and the integral equations on the

distribution functions are summarized. Finally, calculated results are shown in the cases of excess

enthalpies and partial molar enthalpies of binary mixtures as an example of an attempt to construct

the intuitive image for the behavior of solutions on the rigorous theoretical basis. 
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に議論することのできる理論体系である。分布関数理論は

これまではその厳密性の故に直感的理解が難しく，また現

実の複雑な系に適用する際には様々な困難があった。しか

しながら，最近ではRISM理論の発展やシミュレーション

との連携などによってかなり複雑な系にまで適用可能にな

ってきた。

分布関数理論が溶液化学の世界で使われるようになって

既に30年以上たっているが，必ずしも基礎概念は十分理解

されているとは言えないので，本稿では基礎概念の解説を

主な目的とする。最初に液体構造記述の手段としての分布

関数の定義とその意味について触れた後，分布関数と熱力

学量の関係について簡単にまとめる。次に，理論的に分布

関数を求める方法として，主に積分方程式理論について述

べる。ここまでで理論の大筋は述べたことになるので一度

理論の特徴と問題点について整理し直し，そこで明らかに

なった問題の解決方法について議論する。

2. 液体の構造と分布関数1)

液体や気体は固体と違って分子配置が不規則であり，そ

の位置関係も常に変化している。そのため，液体構造とい

う言葉に固体の結晶構造のようなはっきりした意味を持た

せることはできず，分子の配置に関する情報は確率的に捉

えるほか無いことになる。そのための道具が分布関数，ま

たは相関関数である。分布関数にはその情報の縮約の程度

の大きなものから順に一体分布関数，二体分布関数，三体

分布関数等々がある。n体分布関数ρ(n)(r,r',…,r")は(1)式で

定義される量である。

ρ (n)(r,r',…,r")＝〈∑
i

∑
j
…∑

k
δ (r－ri)δ (r'－rj)…δ (r"－rk)〉

(1)

ここで〈…〉はアンサンブル平均を，ri はi番目の分子の位

置を表す。また，δ (r)は3次元でのディラックのδ関数であ
る。一体分布関数ρ(1)(r)は位置rに分子中心が存在する相対

確率を表し，界面での吸着量などを議論するときには最も

重要な関数であるが，均一系ではρ (1)(r)＝ρ（ρは数密度）
となるため，バルクの物性量を議論するときには特に興味

のある量ではない。二体分布関数ρ (2)(r,r')は位置rと，r'に

同時に分子中心が存在する相対確率を表している。均一系

では二点間の距離r＝│r－r'│だけの関数であり，動径分布

関数g(r)と次の関係がある。

ρ (2)(r,r')＝ρ2g(r) (2)

通常の溶液の熱力学量に関する議論で最も重要な役割を果

たすのがこの動径分布関数なので，その性質と意味するこ

とを次に簡単に考えてみよう。

まず初めに，g(r)の基本的性質について確認しておこう。

g(r)は一つの分子の中心から距離rの所に第二の分子の中心

が存在する相対確率を表し，完全に相関がないときには1

になるように規格化されている。従って，ρg(r)は注目して

いる分子の中心から距離r離れたところでの局所数密度を

表すことになる。Fig.1に動径分布関数の概形を示した。a

は気体状態のg(r)であり，振動構造を示さずr＝1付近でい

ったん1より大きくなった後単調に1に漸近している。これ

は，希薄気体では三分子以上が同時に接近することはほと

r / σ

T

P g
(r

)

Fig.1 The shapes of radial distribution functions at three typical states. The radial distribution functions are calculated

by the PY integral equation. The calculated states are represented by three points in the left figure.



んどなく，二分子間の相互作用u(r)だけを考えれば良いの

で，g(r)＝e－βu (r)となるためである。ここでβ＝1/kBT，kB

はBoltzmann定数，Tは絶対温度である。なお，理想気体

ではu(r)＝0なので，全ての距離でg(r)＝1である。bは三

重点近傍でのg(r)であり，高密度流体のg(r)の典型的な形

である。このときg(r)はrの小さなところで数回の振動を示

した後振動しながら1に漸近している。これは液体中では

分子間には短距離相関はあるが遠距離相関はないことを示

している。cは臨界点近傍の超臨界流体でのg(r)である。こ

の時のg(r)はa，bの中間的な挙動を示している。このよう

な動径分布関数の典型的な変化の様子は剛体球流体のg(r)

で基本的に表現でき，g(r)の性質は第一義的には分子間の

反発力と数密度で決定されることが知られている。気体状

態（低密度流体）から超臨界流体（中密度流体）を経て液

体状態（高密度流体）へと状態を変化させたとき，動径分

布関数はaからcを経てbへと連続的に変化するが，これは

数密度が大きくなるに従って気体状態での二体衝突に加え

て三体，四体，…と多体衝突が重要になってくるためであ

る。

では，高密度流体でg(r)に振動構造が表れてくる理由に

ついて考えてみよう。まず，平均力のポテンシャルW(1,2)

を次式で定義する。

W(1,2)≡－kBT lng(1,2) or g(1,2)＝exp{－βW(1,2)} (3)

なお，引数1 ,2は分子1と2の位置を表すこととする。こ

のW(1 ,2)を用いると，分子1，2が位置1 ,2に存在すると

きに分子1に働く平均力は－∇1W(1 ,2)で表される。ここ

で，∇1≡( ∂
∂x1
， ∂
∂y1
， ∂
∂z1

) は分子1の位置座標に関するハ

ミルトン演算子である。この平均力は分子2からの直接

の力－∇1 u (1,2)と分子2以外の全ての分子からの力の和な

ので，分子1，2が位置1,2に存在するという条件の下で位

置 3 に第 3 の分子が存在する確率を表す分布関数を

g[1](3;1,2)とすると，分子1に働く力は

－∇1W(1,2)＝－∇1u(1,2)＋ {－∇1u(1,3)}ρg[1](3;1,2)d3

(4)

と表される。(4)式の右辺第2項は分子1，2が位置1,2に存

在するという条件の下でそれ以外の分子が分子1に及ぼす

力の総和である。g[1](3;1,2)はその物理的意味から，3体分

布関数と

g[1](3;1,2)＝
g(3)(1,2,3)

(5)
g(1,2)

の関係がある。(3)～(5)式をまとめると，

∇1{lng(1,2)＋βu(1,2)}＝

{－∇1βu(1,3)}
ρg(3)(1,2,3) 

d3 (6)
g(1,2)

となる。この式から2体分布関数を求めるためには3体分布

関数が必要であることが分かる。同様に3体分布関数は4体

分布関数によって，4体分布関数は5体分布関数によって決

まるというふうに，分布関数は低次の分布関数から高次の

分布関数まで連鎖的に関連しあっている。このことを

Bogolyubov, Born, Green, Kirkwood, Yvon（BBGKY）

のヒエラルキーという。2) 等方均一流体では分子1に働く力

の分子1と2の中心を結んだ方向以外の成分は0となるので，

分子1，2の中心間の距離をr12とすると(4)式は，

dw(r12)
＝

du(r13)
cosϑ ρg[1](3;1,2)d3 (7)

dr12 dr13

となる。この式でw(r)＝W(r)－u(r)である。また，角度θ
は分子1，2を結ぶ直線と分子1，3を結ぶ直線のなす角で

ある。

(7)式を基にして多体効果によって剛体球流体の動径分布

関数に振動が生じる様子を調べてみよう。剛体球では分子

は接触したときだけ無限に強い反発力が働き，離れている

ときには全く力は働かない。従って，剛体球流体では分子

1，2間の距離が剛体球直径(σ )より大きいときには，W(r)＝

w(r)である。言い換えると，剛体球流体の平均力のポテン

シャルは全て多体効果によるものであり，動径分布関数の

振動構造も多体効果のみによって生じるということである。

それでは分子1，2が接近しているとき，少し離れていると

き，遠く離れているときの三つの場合について具体的に考

えてみよう。Fig.2にこの三つの場合の分子1に働く力の様

子を模式的に示した。最初に分子1と2が十分離れている場

合Fig.2(c)について考えよう。この時には分子1の近くまで

は分子2の影響は及んでいないので，分子1に衝突する分子

は平均的には完全に等方的であり，分子1に作用する平均

力は0である。したがって，r→∞でg(r)→1である。次に，

二つの分子が接近しているときについて考えよう。Fig.2(a)

から分かるように，分子2が近くに存在するために，分子1

の表面に第 3の分子が衝突できない領域が存在する。

Fig.2(a)で灰色に塗ってあるところがこの領域である。こ

のため，結果として分子1は分子2の方向に力を受けること

になる。よって，r＝～σではg(r)＞1となる。この効果を近

似的に見積もってみよう。まず，第0近似として，分子1の

回りでの局所数密度ρg[1](3;1,2)をバルクでの数密度ρに等
しいとしよう。このとき，r13＝σでだけ分子間に力が働く
ことを考慮に入れると(7)式の右辺は簡単に積分でき，最終

的には(3)式から
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0, r＜σ
g(r)＝ exp{yφ(r)}, σ＜r＜2σ (8)

1, 2σ＜r

ここで，φ(r)＝{( r
σ )3－12( r

σ )2＋16}/2，y＝πρσ3/6であ

る。この結果から，確かに分子1と2が接近しているときに

はg(r)＞1となり，二つの分子が近くにあるときには分子同

士が接近する傾向がある，すなわち引力が働くことが分か

る。分子2と3の間にも(8)式の相関があると考えて(7)式の

右辺を再度計算し直すと，第1近似のg(r)が求められ，r≒

σでは(8)式より更にg(r)の値が大きくなることを示すこと

ができる。最後に，二つの分子が少し離れているときを考

えてみよう。分子 3が分子1と2の間付近にあるときは

g(2,3)が(8)式の効果で大きくなっているが，分子2と反対

側にあるときにはこの効果は小さいため，分子1の回りの

局所数密度は分子2に面している方が反対側に比べて大き

くなってる。このため，結果として分子1に働く平均力は

分子1を2から遠ざける方向，すなわち斥力として働くこと

になる。このような考察を進めることによって，剛体球の

排除体積効果だけから動径分布関数に振動構造が生じるこ

とが理解できる。

3. 積分方程式理論による溶液熱力学量の計算

3.1 熱力学量と分布関数

分布関数と熱力学量の関係について代表的なものだけを

列挙する。関係式の誘導は省略する。まず最初に内部エネ

ルギーと圧力について考える。内部エネルギーUは系のハ

ミルトニアンHのアンサンブル平均で与えられる。

U＝<H>＝<KE>＋<VE> (9)

ここで，KE，VEはそれぞれ運動エネルギーと相互作用エ

ネルギーである。一粒子あたりの運動エネルギーの平均値

<KE>/Nは，例えば単原子分子流体では，3kBT/2である。

分子間力が2体力の和で与えられ，3体力以上の多体力が無

視できるとき，相互作用部分は

<VE>/N＝ ∑ u(i,j)  N＝
ρ

u(r)g(r)dr (10)
i＞j 2

となる。一方，圧力は

p＝－
∂A

＝ －
∂H

(11)
∂V T,N ∂V

と表され，3) 二体力近似の下ではいくらかの計算の後，次式

を得る。なお，Aはヘルムホルツ自由エネルギーである。

p＝ρkBT－
1    

∑ rij
du(rij )

3V i＞j drij

＝ρkBT－
ρ 2

r
du(r)

g(r)dr (12)
6      dr

この式でも，内部エネルギーの場合と同様，第1項はハミ

ルトニアンの運動エネルギー項のアンサンブル平均であり，

第2項は相互作用のアンサンブル平均に由来する項である。

これらの式を多成分系に拡張するのは容易である。

以上の二つの式は力学量のアンサンブル平均として定義

される熱力学量に関する関係式であり，物理的意味を捉え

やすい形をしている。熱力学量と分布関数の関係を表す式

にはこれ以外に揺らぎの考察に基づいたKirkwood-Buff理

論4)による一連の関係式がある。等温圧縮率κTと部分モル

体積VMの式を次に示す。

kBTκT＝( ∑
M,N

ρMρNB－1MN)－1 (13)

VM＝kBTκT ∑
N

ρNB－1MN (14)

BMN＝ρMδMN＋ρMρN {gMN(r)－1}dr (15)
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Fig.2 The relationship of the force acting on the molecule
1 with the distance between molecules 1 and 2.
The solid circles and the broken circles represent
the hard spheres and the excluded spheres,
respectively. Arrows around the molecule 1
represent the averaged force acting on the molecule
1 induced by the collision of molecules other than
molecules 1 and 2 against molecule 1.
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ここで，M,Nは分子種を表す添字である。これらの式は次

節で述べる直接相関関数cMN(r)を用いると次式のようにな

る。

ρt
∂β p

＝ (kBTκT)－1

∂ρt β

＝∑
M

ρM{1－∑
N

ρN cMN(r)dr} (16)

VM＝kBTκT {1－∑
N

ρN cMN(r)dr} (17)

(13)式，(16)式は圧縮率方程式と呼ばれ，1成分系では次の

ような簡単な式となる。

ρkBTκT ＝1＋ρ {g(r)－1}dr (18)

∂β p
＝1－ρ c(r)dr (19)

∂ρ β

これらの式を組み合わせることで様々な熱力学量を分布関

数から計算することができる。例えば，(10)式と(12)式か

らエンタルピーが求められる。ここで紹介した式以外にも，

熱力学量と分布関数を結びつける式はあり，必要に応じて

使い分けられている。特に，重要なものとして誘電率の式

があり，長距離力と液体構造，熱力学量の関係について極

めて興味深い微妙な問題があるが，ここでは省略する。

3.2 積分方程式

次に考えるべきことは，理論的に分布関数を求める方法

である。これには，モンテカルロ法や分子動力学法もあり，

コンピューターの能力が高くなった今日では極めて有力な

方法であるが，ここではこれらの分子シミュレーション法

とは全く異なった純理論的なアプローチの中心的な方法で

ある積分方程式理論について簡単にまとめる。積分方程式

理論の中心となるのはOrnstein-Zernike方程式

hMN(r)＝cMN(r)＋cρ hMN(r) (20)

である。ここで，hMN(r)＝gMN(r)－1は全相関関数である。

また，c，ρ，hはそれぞれcMN(r)，ρMδMN，hMN(r)を成分

に持つ行列であり，相関関数の積は全てたたみ込み積分を

表している。(20)式は直接相関関数cMN(r)の定義式と考え

ることができる。全相関関数は二分子間の位置の相関を表

しているが，直接相関関数はその名前から感じられるよう

な二分子間の直接的な相関だけを表しているものではない。

(20)式から分かるように，直接相関関数が与えられれば全

相関関数が計算できる。その逆も同様である。すなわち，

直接相関関数の持っている情報は全相関関数と同等である。

(20)式だけでは方程式は閉じておらず，全相関関数と直

接相関関数の間に何か別の関係が無ければ方程式を解くこ

とはできない。厳密な関係式はもちろん存在しないが，近

似的な関係式は存在する。その代表的なものがPercus-

Yevic（PY）近似

cMN(r)＝gMN(r)[1－exp{βuMN(r)}] (21)

とHypernetted Chain（HNC）近似

cMN(r)＝gMN(r)－ln[gMN(r)exp{βuMN(r)}] (22)

である。(20)式と(21)式，または(22)式を組み合わせること

で，全相関関数と直接相関関数に関して閉じた方程式が得

られる。(20)式と(21)式の組み合わせはPY方程式，(20)式

と(22)式の組み合わせはHNC方程式と呼ばれ，これらの方

程式を解くことによって，与えられた数密度と温度につい

て全相関関数を求めることができる。溶液構造と熱力学量

に関する積分方程式理論の概略は以上の通りであり，その

計算の手順はFig.3のようにまとめることができる。

3.3 多原子分子流体の積分方程式

積分方程式理論を現実の様々な系に適用するためには前

節3.1，3.2に述べたことを多原子分子流体に適した形に拡

張する必要がある。このための代表的な方法がChandlerら5)

によって始められた相互作用点モデルに基づく積分方程式

理論，いわゆるReference Interaction Site Model（RISM）

理論である。なお，"Reference"という言葉は歴史的な産物

であり，特に意味があるわけではない。この理論では分子

を原子の集団と考え，分子間分布関数の代わりに原子間の

分布関数をもとに理論が組み立てられる。この理論は
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Fig.3 The outline of the procedure of the calculation

of thermodynamic quantities by the integral

equation theory.

(   )

(     )
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∫

∫

∫



Ornstein-Zernike方程式(20)を拡張する方法によって二通

りに分かれるが，ここでは広く用いられているSite-Site

Ornstein-Zernike（SSOZ）方程式に基づいた理論を紹介す

る。SSOZ式は

hα MγN(r)＝ω cωα MγN(r)＋ω cρ h α MγN(r) (23)

である。ここで，ω，c，hはそれぞれ分子内原子原子相関

関数ωα Mγ N(r)，原子原子直接相関関数cα Mγ N(r)，原子原子

全相関関数hα Mγ N(r)を成分に持つ行列である。また，行列

ρのα Mγ N成分はρMδMNである。ここで，α , γ は原子の
種類を表している。ωα Mγ N(r)は分子構造を表現する関数で

あり，M種分子内でのα 原子とγ 原子の間の距離をlαγ Μと

すると，フーリエ変換は

~ωαMγ N(k)＝δMN δαγ＋(1－δαγ )
sinklαγ M

(24)
klαγ M

である。(23)式も(20)式と同様，原子間直接相関関数

cα Mγ N(r)を定義する式と考えられる。この理論は(21)式，

(22)式に対応する近似式を求める方法によって数種類に分

けられる。理論的に根拠のはっきりした近似法はRISM-2

近似6,7)と呼ばれるもので，(21)式，(22)式を導くときに用

いる方法の一つである汎関数テイラー展開を多原子分子流

体に適用して導かれる近似である。この近似は次に述べる

RISM-1近似のような理論的矛盾が無く誘電率も第1原理か

ら計算できるという長所を持っており，8) 極性2原子分子流

体の誘電率や溶媒和の問題に適用されている。9) しかし，計

算がかなりやっかいであり，しかもRISM-1近似に比べて必

ずしもいい結果をもたらさないことが多いため，今のところ

広くは使われていない。RISM-1近似は(21)式，(22)式をそ

のまま原子間相関関数の関係に持ち込むものであり，5,10)

RISM-2近似と違って理論的根拠はない。しかし，計算は

簡便であり結果もかなりいいため最も広く使われている。

よって，以下ではこの理論を紹介する。ただし，その性格

上当然のことであるが，RISM-1積分方程式は理論上の矛

盾を含んでおり，8,11) このことを良く承知したうえで使う必

要がある。

熱力学量と分布関数の関係についても前節に述べた式と

ほぼ同様の関係式が成立する。ただし，圧力方程式(12)は

原子間動径分布関数では表すことができない。また，

Kirkwood-Buffの式(13)，(14)，(15)は全相関関数hMN(r)

をhαMγ N(r)に置き換えれば良い。このとき，分子種さえ同

じであれば，どの原子間の全相関関数を用いても良い。こ

れは分子の中心は一義的に定義されるものではなく，どこ

を中心と定めるかは任意であるためである。

多原子分子流体の最も簡単な系である等核二原子分子流

体を例としてRISM-1積分方程式と得られる原子間動径分

布関数の特徴を以下に示そう。この系では，原子間動径分

布関数は1種類しかないのでSSOZ式及び，RISM-1-PY近

似は以下のようになる。

~
h (k)＝ ~ω ~c ~ω (k)＋ρ ~ω ~c

~
h (k) (25)

c(r)＝g(r)[1－exp{βu(r)}] (26)

ここで，~ω (k)＝sin kl/kl，lは結合距離である。原子間相互

作用u(r)はLennard-Jones相互作用

u(r)＝4ε
σ 12

－
σ 6

(27)
r       r

とする。(27)式でεは相互作用パラメーター，σは原子の直
径である。l＝0.5σの場合について，(25)式，(26)式を解い

た結果をFig.4に示した。Fig.4に示された原子間動径分布

関数はr＝σ＋ lの位置に，単原子分子流体の動径分布関数

には存在しなかった肩が現れている。この肩が分子性液体

の原子原子動径分布関数の特徴である。これは図中に示し

た図から分かるように，二つの分子が接触しているときr＜

σ＋lにもう一つの原子が必ず存在するために生ずるもので

ある。分子中の原子数が増えると原子間動径分布関数は分

子構造を反映してより複雑な構造になり，その解釈はかな

り難しくなる。

3.4 積分方程式理論の問題点

実際に上記の理論を使おうとするときには，三つの問題

点がある。第一点は，積分方程式理論と通常の実験とで独

立変数が異なっていることである。Fig.3に示したように，

積分方程式理論では状態を規定する変数は温度，数密度で

あり，指定された温度と数密度での圧力や内部エネルギー

などが計算されるのであるが，実験的研究では温度と圧力
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を指定していろんな熱力学量を求めることが普通である。

従って，この両者の間を橋渡しする方法が必要である。第

二の問題は式が複雑で直感的イメージと結びつきにくいと

いうことである。例えば(13)式，(14)式から溶液構造と熱

力学量の間の直感的な関係を見出すことが極めて困難なこ

とは明らかであろう。また，力学量のアンサンブル平均か

ら求められる(10)式，(12)式は確かに液体構造と熱力学量

の関係を直接的に結びつけており，例えば，内部エネルギ

ーの温度変化を考えるとき，数密度一定であれば(10)式か

ら液体構造の変化と直接結びつけることができる。しかし

ながら，圧力一定で議論しようとすれば温度変化から来る

寄与と，熱膨張に伴う効果とが複雑に絡み合ってたちまち

議論が複雑になってしまう。すなわち，第一，第二の問題

は実は密接に関連しあっているのである。我々はこの2点

を改善するための試みを進めてきているので，次節でその

一部を紹介する。

第三の問題点は系の状態の確認が困難なことである。こ

のためには，積分方程式理論を用いて系の相図を作成する

必要がある。我々は現在その試みを進めており，2成分

Lennard-Jones流体の気液平衡の相図を既に得ている12)が，

紙数の都合上このことについては省略する。

4. 独立変数の変換とＬＪ流体への応用

実験と理論の独立変数を一致させるためには，原理的に

は実験の方から理論にあわせてもその逆であってもかまわ

ないはずである。しかし，現実には実験結果を数密度と温

度を変数とした記述に変換するためには圧縮率や膨張率な

どを広い範囲に渡って精密に測定する必要があり，かなり

困難である。そこで，我々は実験にあわせて理論の独立変

数を圧力と温度に変換する方法を考えた。独立変数を数密

度から圧力に変換するのだから，鍵になるのは系の状態方

程式である。相関関数で直接表現されている熱力学量に関

しては，理論的に状態方程式が正確に求められていれば，

その状態方程式を用いて，計算しようとしている圧力を与

える数密度を求め，その状態での熱力学量を求めればいい。

その例として，2成分Lennard-Jones流体の過剰エンタルピ

ーの計算結果をFig.5に示した。13) なお，以下の記述では，

温度Tと圧力pは成分Aの相互作用パラメーターεAA，σAA

で無次元化した値である。計算の手順は以下の通りである。

① 各組成での状態方程式を，圧縮率方程式を用いて温度

と全数密度の関数として求め，目的とする温度，圧力

を与える温度，全数密度を決定する。

② ここで求めた全数密度から，その温度での体積の組成

変化が求められる。

③ 次に，①で決定された温度と全数密度での内部エネル

ギーをエネルギー方程式を用いて決定する。

④ 先に求めた系の体積と合わせてエンタルピーの組成変

化が求められ，最終的に過剰エンタルピーが計算され

る。

Fig.5に示した系では，各成分の臨界圧pcはほぼ等しく，

pc＝0.129である。また，臨界温度はTAc＝1.32，TBc＝1.52

である。従って，計算した圧力は両成分の臨界圧よりわず

かに大きく，温度は両成分の臨界温度より低いところから

高いところまで変化している。T＝1.4，1.5での過剰エンタ

ルピーの値は極めて大きく，特異な形を示している。これ

は明らかにこの温度が両成分の臨界温度の中間にあるため

である。このような現象は実験的にも見出されており，14)

我々はこの計算結果を詳しく解析することから，この特異

な現象の起こる原因が超臨界域における密度変化にあるこ

とを示すことができた。

エンタルピーのように相関関数で直接表現された量につ

いては以上の方法で計算すればいいが，定圧熱容量や部分

モルエンタルピーのように微分量の場合にはもう少し工夫

が必要になる。15) 定圧熱容量を例としてこの理由を考えて

みよう。積分方程式理論では体積と数密度を一定に保つ条

件での温度変化は容易に実現できるが，求めたいのは圧力

と物質量（または分子数）を一定に保ったうえでの温度変

化である。従って，この条件の違いを結びつける関係式が
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Fig.5 The temperature dependence of the excess enthalpies of two component Lennard Jones fluids at P＝0.13.13)



必要となる。圧力微分や物質量微分を必要とする量につい

ても同様の問題が生じる。熱力学的考察からこれらの関係

式は次のようになる。15)

F T
P,N ＝F T

V,ρ－αPY,  F P
T,N ＝κTY, 

F N L
P,T,N'＝( F ρ L

T,V,ρ '－V N L
P,T,N ' Y )/V (28)

Y＝∑
M

ρMF ρM
T,V,ρ '－X,   

X＝
F,  Fが示量変数の時

0,  Fが示強変数の時

ここで，Fは任意の熱力学量であり，上付の変数は微分す

る変数，下付の変数は微分するとき一定に保たれる変数で

ある。また，αP, κT, V N L
P,T,N 'は膨張率，等温圧縮率，部分

モル体積である。例えば，部分モルエンタルピーであれば，

(28)式の最後の式で，F＝Hとすればよい。動径分布関数は

示強変数と考えることができるので，温度と圧力を一定に

保っで溶質を少量加えたときの溶液構造の変化は

gN L
P,T,N ' (r)＝{ gρ L

T,V,ρ ' (r)－V N L
P,T,N ' ∑

M
ρM g ρ M

T,V,ρ ' (r)}/V (29)

と表される。この式中の動径分布関数の数密度微分は積分

方程式理論で計算することができるので，(29)式を用いる

ことによって圧力一定で溶質を少量加えたときの溶液構造

の変化を積分方程式理論から計算できることになる。例え

ば，無限希釈での溶媒分子間動径分布関数の溶質粒子数微

分は溶質粒子の回りでの溶媒構造の変化を表している。こ

れは溶媒和構造に関する情報を直接与えるものである。(28)

式，(29)式を用いると部分モルエンタルピーは

HN L
T,P,N '＝PV N L

T,P,N '－
VN L

T,P,N ' ∑
M

∑
N

ρMρN uMN(r)gMN(r)dr
2

＋∑
M

ρM uLM (r)gLM (r)dr

＋
V ∑

M
∑
N

ρM ρN uMN(r)gN L
MN;T,P,N ' (r)dr (30)

2

となる。この式はFig.6に示すような明瞭な直感的意味を持

っている。つまり，実際の溶解過程は(a)～(c)の3段階に分

けて考えることができるということである。(a)の過程は溶

質粒子が溶液中にはいるための空間を作るものである。こ

の効果は下線部(a)で表され，その第1項は体積変化の仕事，

第2項は空間ができたための相互作用エネルギーの減少分

である。(b)の過程は(a)の過程で生じた空間に溶質が入る過

程である。この寄与は下線部(b)で表され，溶質溶媒間の相

互作用エネルギーである。(c)の過程は溶質溶媒間相互作用

のために生じた溶質の回りの溶媒構造の変化を表している。

この描象は従来直感的に想像されていたものとほぼ同じも

のであり，従来の考え方がほぼ妥当なものであったことを

示している。ただし，従来の考えと全く同じではない。例

えば，系の体積変化について従来であれば，(a)では溶質が

入る大きさの穴を開け，最終的に(c)でもう一度体積が変化

し，その合計が部分モル体積になるのだが，(30)式では(a)

で既に部分モル体積分だけの体積変化が取り入れられてい

る。(30)式は厳密な理論式であり，従来の考えを完全に理

論的に合理化しているわけではない。

では，2成分Lennard-Jones流体で，一方の成分が無限希

釈の場合についてこの理論を適用した結果を以下に示そう。

系は分子種AとBの混合系であり，Aは溶媒，Bは溶質で

ある。相互作用パラメーターは溶媒分子についてはε AA＝1，

σ AA＝1とし，溶質分子の相互作用パラメーターを変化させ，
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Fig.6 Schematic explanation for eq.(30).15)

(a) The void space is made to insert the solute

molecule. The volume change of this step is

equal to the partial molar volume of solutes.

(b) The solute molecule is inserted into the space

made at the first step. Then, the solute molecule

interacts with solvent molecules around its solute

molecule.

(c) The solvent structure is changed by the

perturbation caused by the solute molecule.

(d) The actual dissolution process.
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Fig.7 The energy parameter dependence of gN B
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その効果を調べた。計算には P Y積分方程式を用いた。

F i g . 7に溶質の回りの溶媒構造の変化を表す分布関数

g
N B

T,P,N A
(r)に対する引力の効果を示した。計算した状態は三

重点に比較的近い液体状態である。なお，ηA＝πρAσAA3/6

は溶媒の充填率である。実線は溶媒分子間の動径分布関数

gAA(r)，破線はε BB＝1.5，すなわち，溶質の引力が強い場

合の g
N B

T,P,N A
(r)，点線はεBB＝0.5，すなわち，溶質の引力が

弱い場合の g
N B

T,P,N A
(r)である。ε BB＝1.5の場合には動径分布

関数と山と谷の位置が一致しており，ε BB＝0.5の場合には

山と谷が完全に反対になっている。この結果は溶質の引力

が強いときには溶質の回りの溶媒構造が強化され，溶質の

引力が弱いときには逆に溶媒構造が弱められることを意味

している。溶質Bの部分モルエンタルピーとその過剰量及

び，それらを各種の寄与に分解したものをTable 1に示し

た。溶媒は計算した五つの系全てに共通で，Fig.7の場合と

同じ状態である。system 1は溶質分子を溶媒分子と同じも

のにしたときの結果で，当然のことながら部分モルエンタ

ルピーは純溶媒のモルエンタルピーと同じになっている。

system 2では溶質は固体なので，溶質の純粋状態での計算

はしていない。この表から部分モルエンタルピーに対する

各寄与の中でU 3，すなわち溶質分子の回りでの溶媒構造の

変化の寄与はU1，U2それぞれに比べて小さいが，U1，U2

がかなりうち消し合って最終的には1割程度の寄与をして

いることが分かる。過剰部分モルエンタルピーにしたとき

には純液体の寄与が更に働いて，ほとんどの寄与が打ち消

し合うため残りのわずかな量が過剰量として出てくること

が分かる。過剰量から溶液構造を議論することの困難さが

ここからうかがわれると同時に，実験データーを解析する

ときに理論が果たすべき役割の重要性が分かる。

5. まとめ

積分方程式理論の構成とその意味について極めて大雑把

な紹介をした。詳しい内容については例えばHansen-

MacDonald のTheory of Simple Liquid 等1)を読んでい

ただきたい。本文にも述べたとおり，積分方程式理論はま

だ多くの課題を残しており，発展の可能性が大きく残され

た理論体系である。実際，ここでは十分紹介できなかった

が，RISM理論を中心として現実的な複雑な溶液系への応

用は近年飛躍的に発展してきており，溶液の熱力学量を解

析するための重要な手段となりつつあることを最後に強調

しておきたい。
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初期値をg(r)＝0（ r＜σのとき）または1（ r＞σのと
き）として逐次的に解いていくときの第1，2近似解に

ついて述べたものである。
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Table 1 Partial molar enthalpies of solute molecules at p＝0.1114, T＝0.8.15)

In this table, U1, U2 and U3 are the second, third and forth terms of eq.(30), that is, H
N B
T,p,N A

＝pV
N B

T,p,N A
－

U1＋U2＋U3. The molar enthalpy of system 2 cannot be calculated by using the PY integral equation because

the state of pure component B of system 2 at p＝0.1114, T＝0.8 is solid. Some mistakes are found in the

table 2 of the reference 15. The values of this table is corrected ones.

Partial molar enthalpies of B Molar enthalpies of B

system H N B
T,p,NA

pV N B
T,p,NA

－U1 U2 U3 HB pVB UB H E
B

1 －5.80 0.130 5.93 －11.86 0 －5.80 0.130 －5.93 0

2 －9.95 0.0989 4.53 －14.93 0.375 ── ── ── ──

3 －0.41 0.172 7.86 －7.90 －0.543 －0.237 0.516 －0.754 －0.18

4 －5.67 0.219 10.02 －15.09 －0.82 －5.76 0.222 －5.98 0.09

5 －5.70 0.0651 2.98 －9.09 0.348 －5.83 0.0668 －5.90 0.13

system 1: ε BB＝1.0,  σ BB＝1.0, system 2: ε BB＝1.5,  σ BB＝1.0, system 3: ε BB＝0.5,  σ BB＝1.0,

system 4: ε BB＝1.0,  σ BB＝1.2, system 5: ε BB＝1.0,  σ BB＝0.8
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要　　旨

溶液熱力学量の振る舞いを溶液構造との関わりで理解す

るためには，実験と理論が相補いながら研究を深めていく

必要がある。本稿では溶液の熱力学量と溶液構造を総体と

して取り扱うことのできる理論の代表的なものである積分

方程式理論について，基礎概念を中心に紹介した。初めに

溶液の理論における最も重要な量である分布関数の基本的

な性質について議論した。次に，分布関数と熱力学量を結

びつける関係式，および分布関数に関する積分方程式理論

について簡単に紹介し，その特徴を確認した。最後に，2成

分系溶液の過剰エンタルピーと部分モルエンタルピーを例

として，厳密な理論的な基礎に基づいて溶液挙動に対する

直感的イメージを作り上げる試みを示した。
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