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固体の熱容量は低温においてゼロに近づき，高温では1

自由度あたりボルツマン定数（あるいはモル気体定数）に

近づく。これら全体の振舞いはアインシュタインやデバイ

の調和振動子理論でよく表現される。1) 高温の挙動はデュロ

ン－プティの法則として知られているが，詳しく見ると，

実在結晶の熱容量は高温においてデュロン－プティの値

（古典値）をすこし超えるところまで増大する。古典値を超

える熱容量は，デバイやアインシュタインの理論を拡張し

ても，調和振動子の集まりとして固体を表わす限り，再現

することはできない。しかし実験値は定圧熱容量であり，

理論は定積熱容量を与えるので，古典値を超える熱容量は

定圧熱容量と定積熱容量の差（∆C＝Cp－Cv）として理解

されている。1,2)

デバイやアインシュタインの理論を用いて実測熱容量を

解析するとき定圧熱容量と定積熱容量の差は補正項として

導入される。過去10年の間に，低温熱容量の解析が能率よ

く行えるようになり，その結果，補正項としての∆Cが解析

法にあまり依存することなく決められることがわかった。

その主な理由は，デュロン－プティの値を超える熱容量を

問題にするとき（デバイ温度やアインシュタイン温度より

高い温度領域の振舞いを問題にすることになる），結果は振

動数分布関数の詳細な形に無関係となるからである。しか

しこのようにして決められた∆Cの厳密な意味は明瞭でな

い。他方∆Cは熱力学関係式によって圧縮率と熱膨張係数を
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松尾隆祐，田中伸樹，山室 修，稲葉 章

（受取日：2002年5月9日，受理日：2002年7月4日）

Constant Pressure and Constant Volume Heat Capacities of Crystals

- Analysis of the Heat Capacities of Alkali Metal Chlorides and Corundum -

Takasuke Matsuo, Nobuki Tanaka, Osamu Yamamuro, and Akira Inaba

(Received May 9, 2002; Accepted July 4, 2002)

Experimental values of the heat capacity of alkali metal chlorides (LiCl, NaCl, KCl,

RbCl and CsCl) and corundum Al2O3 have been decomposed into Cv and (Cp-Cv) contributions

by non-linear least squares analysis. The (Cp-Cv) values thus derived are compared with those

calculated from the expansivity and stiffness. The agreement is satisfactory for NaCl, KCl, and

RbCl. For LiCl and CsCl, the calculated values exceeded those from the heat capacities by 20

～30 %. For corundum the difference is of the same magnitude (25 %) but in the opposite sign.

Possible reasons for the difference are discussed. The fitting procedure used in the analysis has

revealed an unexpected tendency in the heat capacity of corundum at higher temperatures (1800

～2250 K). 

論　文
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用いて計算される。従って熱容量の解析から導かれる値と

力学的測定から得られる値を，独立に決められた同等の値

として比較することができる。この論文は実験データの揃

っている物質についてそのような比較を行うことによって，

熱容量データの解析に行われる方法の意味を明らかにし，

準調和近似で扱われる非調和性の理解を目的とする。アル

カリ金属塩化物（LiCl～CsCl）とコランダムAl2O3のデー

タを取り上げる。

1. 熱力学関係式

定圧熱容量と定積熱容量の差（∆C＝Cp－Cv）は次式で

与えられる。

∆C＝VTβ 2/xT (1)

ここでV, T, β, xT はそれぞれその物質の体積，温度，体積

膨張係数，および等温体積圧縮率である。この式はこれら

の量の定義式と熱力学の第1と第2法則だけにもとづく一般

的な式である。ここでp, V, Tの間に理想気体の状態方程式

を仮定すれば∆C＝Rの関係が得られ，∆Cは，一定圧力の

もとで加熱するとき系が外圧に対抗して膨張することに要

するエネルギーを表わすものとして理解される。これらは

エンタルピーと内部エネルギーの温度依存性の差としても

表現される。しかしながら熱膨張係数が二乗の形で入るの

で，負の熱膨張係数を持つ物質においても∆Cは正である。

(1)式における他の因数（V, T, xT）は熱力学の原理（系の

熱的および力学的安定性）にもとづいてすべて常に正でな

ければならないからである。4℃における水の体積極小点で

はβ＝0であるから，∆C＝0であり，その上下いずれの温

度でも∆C＞0である。一般に常圧下に置かれた固体や液体

のCp－Cv差のなかには外圧に対する仕事も含まれるが，主

要な部分は内部エネルギーの体積依存性に由来する。この

ことは，適切な値を熱膨張係数に仮定して1気圧のもと

p∆Vを計算すると，その値は無視できる大きさであること

からも理解される。また，多くの低温熱測定実験では試料

を真空中に保持し，その熱容量を測定するが，そうして得

られる熱容量には圧力ゼロのもとにおける内部エネルギー

の増加率という意味がある。これは同じ条件におけるエン

タルピーの増加率にも等しい。

一般の結晶は熱膨張，圧縮率ともに異方的であり，異方

性を取り入れるべくCpやCvの定義を拡張する必要がある。

熱容量は物質に微小な温度変化をさせるときに必要な微小

熱量と定義されるが，温度変化に付随する変化として，熱

以外にどのようなエネルギー交換を許すかに応じて種々の

熱容量が定義される。3,4) 流体ではふつう定圧熱容量と定積

熱容量を考えるが，中途半端に圧力変化を許す過程の熱容

量も考えることができる。異方性物質についてはもっと

様々の温度変化過程が可能である。その一つとして，温度

変化とともに静水圧を調節することによって体積を一定に

保つ過程を考えることができる。そのとき結晶の形（平行

6面体であるとする）は変化する。また，結晶の形を変えな

いように異方的外力をかけながら温度変化させる過程も可

能である。これら二つの過程はどちらも体積一定の過程で

あるが，そこに必要な熱量は異なる。それぞれに対応する

熱容量をCvとCηとする。ηは結晶の歪を表わす変数（六つ
の成分がある）である。またC pにあたる量は応力一定

（σ ＝ const.）のもとで得られる熱容量Cσである。応力σ
も六つの成分をもっている。静水圧下においては次式が成

り立つ。

Cp＝ Cσ (2)

異方性物質に対しては，体積熱膨張係数βを熱膨張テンソ
ルαλに置き換え（λ＝1～6），圧縮率をコンプライアンス

テンソルsλ µに置き換える（λ , µ＝1～6）。また等温コンプ

ライアンスの代わりにその逆行列である等温スティッフネ

スcT λ µを用いることにより，Cp－Cvに相当するものとし

て次式が得られる。3,5)

6    6

Cσ－Cη＝TV cT λ µαλαµ (3)
λ＝1 µ＝1

以下では結晶に対してこの式を用いて熱容量差を計算する。

ただしスティッフネスや熱膨張係数の成分が十分詳しく決

定された結晶は比較的少数である。

スティッフネスの値の多くは試料の自由共鳴振動数や音

速やブリルアン散乱振動数の実験値から計算され，文献に

はこのように速い過程によって決定される数値（断熱ステ

ィッフネス）が報告されている。ここで必要なのは等温ス

ティッフネスである。等方性物質の断熱体積弾性率BS と等

温体積弾性率BT のあいだに成立する式が異方性物質のステ

ィッフネスの各成分に成立すると仮定して等温スティッフ

ネスを計算することにする。

BS
＝

Cp

BT Cv

cS λ µ
～～

Cp

cT λ µ Cv
(4)

CvやCηは体積や結晶の形を如何なる一定値に保ちつつ温度

変化させるかに応じて様々の値をとるが，それは(3)式に用

いる熱膨張係数とスティッフネスの値を測定するときの条

件に対応している。ふつうこれらの値は1気圧または真空

中で測定されるので，(3)式中のCηはそれぞれの温度にお

ける等方的ストレス（静水圧）ゼロの下の体積または歪を

一定に保つ過程に対応するものである。等方的物質ではCv
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（各温度のゼロ圧における定積熱容量）とCv 0（各温度でゼ

ロKにおけるゼロ圧下の体積を保つ定積熱容量）の区別が

ある。異方的結晶でも同様にCηとCη 0の区別がある。実際

の熱測定を異方的ストレスをかけて行うことは難しいが，

熱膨張とスティッフネスの成分が知られればCvとCηの差

も計算できる。

2. 熱容量の解析によるCp－CvまたはCσ－Cη

ここで取り上げる結晶はハロゲン化アルカリとサファイ

アである。熱容量の実験値から（Cσ－Cη）差を得るには次

のような計算を行う。式(1)と(3)の右辺から分かるとおり，

（Cσ－Cη）差の表式の中でVとcλ µは力学的な性質であるか

ら，あまり温度依存性の大きくない量であり，絶対ゼロ温

度で一定の値をとる。これに対して熱膨張係数は熱容量と

同じように低温ではゼロになることが熱力学第3法則で保

証されている。その温度依存性はFig.1に示すとおり，低温

において熱容量の温度依存性と類似している。6-10) 従って熱

膨張係数を定圧熱容量に比例すると仮定することによって

次の近似式が得られる。

Cp＝Cv＋ATCp2 (5)

繰り返し近似によって次式を得る.

Cp (1)≡Cv＋AT(Cv )2

Cp (2)≡Cv＋AT(Cp (1))2

Cp ～～ Cp (3)≡Cv＋AT(Cp (2))2 (6)

ここでCv は調和振動子集団の熱容量であり，Aは未定比例

定数である。Cv関数の中にデバイ温度とアインシュタイン

温度が未定パラメーターとして含まれる。熱容量の実験値

が温度の関数として与えられると，(6)式による計算値が実

験値を再現するようにこれらの特性温度とAの値を調節し，

最適値を決めることができる。このようにして，熱容量実

験値がCv とCp－Cv に分けられる。この解析方法には結晶

の異方性が含まれないが，一般に(3)式の右辺は異方性の反

映として36個の項があり（そのうち最大21が独立な量で

ある），ATCp2はそれらの総和を表わす。総和の中に異方性

の項が含まれる。なお，(6)式における繰り返し近似の収束

性は，Cp (2)を用いる計算とCp (3)を用いる計算を別々に行い，

それぞれで得られる最適パラメーター値が十分近い値であ

ることをチェックして確かめた。ATCp2の大きさはCp の5

%程度であるので(6)式の近似がよく成立する。

(6)式を用いて解析したNaClの熱容量をFig.2に示す。実

験データは単結晶を用いて5～310 Kの範囲で測定したもの

である。ここでモデル関数（Cv 関数）として種々の関数が

可能であるが，ここではデバイ関数とアインシュタイン関

数を用いた。それでもなお不確定部分があり，モデル関数

は一義的ではない。Fig.2に与えた結果は4パラメーター

（デバイ関数一つとアインシュタイン関数二つ，および係数

A）によるフィッティングを示す。NaClについて(6)式にお

けるCv の関数形は次のとおりである。

Cv (T )＝3RDeb(ΘD/T )＋2REin(ΘE1/T )＋REin(ΘE2/T )

(7)

ここでDebとEinはデバイとアインシュタインの熱容量関

数であり，どちらも高温で1に漸近するよう規格化されて

いる。Rは気体定数である。アインシュタイン関数は指数

関数を用いて解析的に表現され，容易に計算できるが，デ
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Fig.1 The linear thermal expansivity α (T) of NaCl vs.

temperature and the best-fit curve B1Deb(Θ /T)

(1＋B2T). The experimental data are taken from

refs.6-10.
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Fig.2 The heat capacity Cp (T ) of NaCl. The best-fit

4-parameter representation and calculated Cv and

Cp－Cv values.



バイ関数は数表や漸近展開式として与えられているのみで

ある。そこでデバイ式を0.02 %以内に再現する近似式を作

り，(6)や(7)の計算に用いた。この論文の最後に付録として

その関数を与える。実際の計算は数値解析ソフトウエア

KaleidaGraphで行い，関数ライブラリにこれらの関数を組

み込んで最小2乗法に用いた。

ハロゲン化アルカリについては一般にアニオンとカチオ

ンの質量比が1に近ければ，熱容量はデバイ関数でよく表

現される（KClなど）。LiClやCsClでは質量比が大きいの

で，デバイ関数だけで再現できない。デバイ関数とアイン

シュタイン関数の組み合わせが必要である。ただし，これ

には絶対的な基準はなく，実験データの精度，確度が高け

れば，多くのパラメーターが必要となり，それらをシャー

プに決められることになる。

関数の組み合わせ方にまして重要なのは，振動自由度の

数を化学式（モル熱容量の定義にある）の原子数の3倍に

することである。調和振動子熱容量関数は低温と高温でゼ

ロと1に漸近するようにできていることが要点で，振動子

の数はハロゲン化アルカリでは6，サファイアでは15であ

る。

CpとCvの差は実験値と調和振動子関数による計算値の差

として，または（同じことであるが）ATCp2に従って全温

度にわたって計算される。はじめに述べたとおり，Cp－Cv

は熱容量の高温における飽和値（その漸増傾向）とCvの差

として得られるのでデバイ関数やアインシュタイン関数の

組み合わせにあまり依存しない。ただし特性温度より低い

温度範囲のデータにフィッティングするときはその限りで

はない。それでも経験的にAの値は10 %程度の範囲に収ま

る。

(3)式を立方晶系に適用すると次式が得られる。

Cp－Cv ＝TV×3(cT 11＋2cT 12)α 2 (8)

右辺に現れる量の中で，もっとも強く温度に依存するのは

熱膨張係数αである。モル体積Vとスティッフネス cT 11，

cT 12も温度依存性があるが，それらは比較的弱い依存性で

ある。

3. 熱膨張係数の補間式

熱膨張係数は熱容量と近似的に同じ温度依存性を持つこ

とが知られている。しかし，詳しく見ると熱容量と違って，

デバイ温度近辺の温度において飽和する傾向が見られない。

この温度依存性をよく表わす補間式として次式を見出した。

α (T )＝B1Deb(Θ/T )・(1＋B2T ) (9)

ここでDeb(Θ/T )はデバイの熱容量関数，B1，B2は定数で

ある。B1はグリューナイゼン係数に相当する量である熱膨

張係数の文献値をこの式によって表し，補間に用いた。

Fig.1にNaClの熱膨張係数6-10)とこの式による最適化関数

を示した。

モル体積については常温の値が密度の測定値または回折

法による格子定数から高い確度で決められている。その温

度変化は熱膨張係数をきめる過程で得られ，多くの論文で

同時に報告されている。温度変化への補間式として（定

数＋調和振動子の内部エネルギー式（デバイまたはアイン

シュタイン））を用いた。

4. 弾性定数の温度依存性

弾性定数（スティッフネス）は多くの場合温度上昇に伴

って減少するが，化合物によって殆ど一定のものや，温度

にともなって増加するものもある（c12成分の場合）。しか

し､極低温において一定値に近づく。この温度依存性はデバ

イ（又はアインシュタイン）の内部エネルギー式(負の係数

をもつ)でよく表わされることを見出した。(3)式を計算す

るにあたって，熱膨張係数とスティッフネス成分の文献値

をそれぞれ熱容量と内部エネルギーの式で表現して，補間

に用いた。体積の温度依存性も内部エネルギーの関数で表

現される。なおデバイモデルの内部エネルギーも熱容量と

同じように積分や級数として表現されるが，やはりコンピ

ューター上で使いやすい近似式で表わして利用した。以下

に各物質についての計算結果を述べる。

5. 熱容量の解析から得られる値と
熱力学関係式にもとづく値の比較

5.1 LiCl

この物質については16～320 Kにわたる熱容量データが

ある。11) フィッティングの結果は6自由度のデバイ関数

（6Deb(Θ/T )）と（Cp－Cv）項だけでは大きい系統誤差が残

った。（65点のデータについて残差二乗和x2＝6.4(JK －1

mol－1)2）。3RDeb(Θ D/T )＋3REin(Θ E/T )＋(Cp－Cv)（即ち

3パラメーターフィッティング）でも多少系統誤差があり，

3RDeb(Θ D/T )＋2REin(Θ E1/T )＋REin(Θ E2/T )＋(Cp－Cv)

によって，x2＝0.16(JK－1 mol－1)2までよくフィットした。

得られたパラメーターも狭い範囲に決められた。即ちΘ D＝

301.8(4.3) K, Θ E1＝395.3(1.7) K, Θ E2＝ 205.3(7.1) K,

A＝2.80(0.03)×10－6 molJ－1。これらにおいて括弧の中の

数字は最適値の不確かさの範囲を示す。フィッティングに

よって得られたCp－Cv＝∆Cfitの値は300 Kにおいて2.01

JK－1 mol－1であった。

熱膨張係数は75 K以上の温度において実験データがあ

る。12) 75 Kから400 Kまでのデータを(9)式で表現してB1＝

3.55(0.07)×10－5 K－1, Θ D＝310(5) K, B2＝1.00(0.06)×

10－3 K－1を得た。

155

結晶の定圧熱容量と定積熱容量 －アルカリ金属塩化物とコランダムの熱容量の解析－

Netsu Sokutei 29（（4））2002



c11，c12，c44は4.2～300 Kの範囲で報告されている。13)

c11とc44は温度の減少関数である。4.2 Kにおける一定値か

ら温度上昇にともなって減少する様子はデバイモデルの内

部エネルギー関数（負の係数をもつ）で表現できることが

わかったので，最小二乗法による最適関数を用いて補間し

た。またc12は170 Kに極小があって特異な温度依存性を持

つが，c11に比べて値そのものが小さく，変化の幅も小さい

（値の10 %以内）ので全温度範囲で一定（平均値）である

とした。モル体積も密度の実験値と熱膨張係数から計算し

た。以上の値と(4)式を用いて(8)式を計算し∆Ccalc＝2.85

JK－1 mol－1を得た（300 Kにおける値）。Shirleyは計算値

3.09 JK－1 mol－1与えている。11) 4.2 K～300 Kの範囲の比

較は下で全てのアルカリ塩についてまとめて示すことにする。

5.2 NaCl

この物質については，熱膨張係数7-10)とスティッフネス14)

のデータが揃っている。熱容量のデータも文献値15,16)があ

り，我々のグループでも最近測定を行った。フィッティン

グ関数3RDeb(Θ D/T )＋2REin(Θ E1/T )＋REin(Θ E2/T )＋(Cp－

Cv)によって，x2＝0.16(JK－1 mol－1)2を得た。最適パラメ

ーター値は次のとおりであった。Θ D＝265.8(4.3) K, Θ E1＝

270.3(1.7) K, Θ E2＝135.8(7.1) K, A＝3.47(0.03)×10－6

molJ－1。フィッティングによるCp－Cv＝∆Cfitは300 Kに

おいて2.64 JK－1 mol－1であった。また弾性定数からの計

算値は2.69 JK－1 mol－1であった。この物質についてYates

らもCp－Cvを計算し，270 Kにおいて2.36 JK－1 mol－1を

与えている。8) ここで得られた計算値は2.35 JK－1 mol－1で，

よく一致している。

5.3 KCl

低温熱容量は幾つかの論文で報告されていて，それらは

よく一致している。15,17,18) 熱膨張係数7-10)とスティッフネ

ス19)のデータも揃っている。それらをもちいて∆Cfit＝2.66

Jmol－1 K－1と∆Ccalc＝2.34 JK－1 mol－1を得た。270 Kに

おけるYatesら8)の計算値は2.08 JK－1 mol－1，ここでの計

算値は2.06 JK－1 mol－1であった。

5.4 RbCl

あまり多くの実験データは報告されていないが，上記の

補間式（正しい漸近形を持つので補外にも利用できる）に

従って熱容量，20) 熱膨張係数，21) スティッフネス13)から熱容

量差を計算した。∆Cfit＝2.64 JK－1 mol－1と∆Ccalc＝2.44

JK－1 mol－1を得た。

5.5 CsCl

熱容量22)と熱膨張係数23)については低温からのデータが

あるが，スティッフネスのデータは室温より上に限られて

いる。24,25) しかし室温の二つの測定値はよく一致するので，

室温より上の値を使ってデバイの内部エネルギー式で補外

した。これらを用いて，∆Cfit＝3.28 JK－1 mol－1と∆Ccalc＝

4.12 JK－1 mol－1を得た。

6. ACp2Tの一意性

熱容量実験値をデバイ熱容量式とアインシュタイン熱容

量式およびACp2Tの和として表わし，最適パラメーター値

を決める手順において，十分小さいx2値に収束する限り，A

はデバイ熱容量式とアインシュタイン熱容量式の組み合わ

せ方にあまり依存しないことは上に述べた。しかし，この

収束値がフィッティングに使う実験データの温度範囲に依

存しないことも非常に重要である。もし，実験データセッ

トに強く依存するようであれば，そのパラメーターは物質

に固有の性質を反映するとはいえない。この意味の一意性
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Fig.3 The best-fit Debye and Einstein temperatures
of NaCl vs. the data set. The horizontal axis is
the upper limit temperature of the fitting interval.
The lower limit was fixed at 5 K.
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Fig.4 The best-fit value of the Cp－Cv correction
coefficient A of NaCl. See Fig.3 for the meaning
of the horizontal axis.



はデータセットを変えて同じ関数をフィットし，得られた

最適パラメーター値の安定性を見ることで確かめられる。26)

Fig.3, 4にNaClの熱容量解析をテストした結果を示す。用

いた関数3RDeb(Θ D/T )＋2REin(Θ E1/T )＋REin(Θ E2/T )＋

(Cp－Cv)は上にNaClの項で述べたものと同じである。こ

れらのグラフにおいて横軸Tuは実験データの上限温度を示

し，縦軸はそのように制限されたデータのもとで得られた

最適パラメーター値を示す。実験データの低温端は5 Kと

した。これは我々の実験がカバーするもっとも低い温度で

ある。デバイ温度，アインシュタイン温度，係数Aのいず

れも，Tuが150 Kを超えるところまでデータがあれば，ほ

ぼ一定の値が決定されることがわかる。150 K以下のデー

タセットでは急激に値が不安定になる。他の化合物につい

てもほぼ同じことが見られた。これ以下の温度だけのデー

タではACp2Tの寄与が非常に小さくなって，関数形の不完

全さから来る誤差が係数Aを決めることになってしまうか

らであろう。データセットの関数としてパラメーター空間

におけるx2関数を考えると，それはデータセットの連続関

数であり，その極小点もデータセットとともに連続に変わ

るが（ただし，結果としてあまり変わらないことがこの解

析全体の要点である），あるパラメーターセット値を境とし

て極小点が鞍点になったり，別の極小点が現れたりするで

あろう。Fig.3, 4では150 Kにおいてそのようなことが起

こっていると考えられる。150 K以上では四つのパラメー

ターが互いに相関をもってすこしづつ変化するが，それで

もデバイ温度とアインシュタイン温度は±1 %，Aは±2 %

の範囲の決められることがわかる。塩化リチウムや塩化セ

シウムはイオンの質量比が大きいことからデバイ関数とア

インシュタイン関数が必要であることを述べたが，それら

の熱容量についてデバイ関数とCp－Cvだけで無理にフィッ

トさせれば，Fig.3, 4に相当する結果は，ほぼ一定のデバ

イ温度と強く温度依存するA値の組み合わせが得られる。

7. コランダムAl2O3

この物質は熱容量測定の標準参照物質の一つであり，広

い温度範囲にわたって熱容量，27-30) 熱膨張係数，31) およびコ

ンプライアンス32)のデータがある。異なる研究者の熱容量

データは互いによく一致している。もっとも新しいデータ30)

と低温から高温までカバーするデータ29)をFig.5に示す。こ

の図には(10)式によるそれぞれの最適関数を曲線で描いた

が，データ点と完全に重なっている。

Cp (T )＝9RDeb(ΘD)＋3REin(ΘE1)＋3REin(ΘE2)＋ACp2T

(10)

もっと複雑な組み合わせも収束したが，低温部分を除いて

結果に大差はなかった。ドロップカロリーメーターによる

値と低温断熱カロリーメーターによる値を組み合わせた値28)

も同じ関数によって解析した。1700 Kまでの領域ではこの

4パラメーター関数でほぼ完全に再現できたが，2250 Kに

いたる高温部分では系統的不一致が現れた。もう少し自由

度の大きい式でフィットを試みたが，調和振動子＋ACp2T

の式では表現できなかった。1700 Kまでのフィットを

Fig.6にしめす。偏差のプロットはFig.7に示す。Fig.7に

おいて2本の曲線（×と＋）は1700 Kまでのデータと2250

Kまでのデータとそれぞれの最適関数からのずれを表わし

ている。これらの偏差プロットが滑らかな曲線であるのは，

エンタルピーの微分として熱容量を決める段階で実験値が

平滑化されているからである。2曲線の比較から最高温領
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Fig.5 The heat capacity of corundum Al2O3 and the-

best fit curves. The experimental data are taken

from refs. 29 and 30.
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Fig.6 The heat capacity of corundum Al2O3 and its

decomposition into Cp and Cv . The experimental

data are taken from ref. 28.
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域で偏差が急激に増大することが明瞭である。1500 Kにお

いて実験値は0.6 JK－1 mol－1だけ最適関数より上にあり，

2250 Kにおいて1.1 JK－1 mol－1だけ下にある。どのような

フィッティングでもこの傾向は変わらず，また係数Aも3.7

～3.9 molJ－1の間にあった。もし高温の端において正の偏

差が生じるならば，格子欠陥の生成などが可能性として考

えられるが，結果は逆で，現在のところ説明の途はない。

なおコランダムの熱容量は新しい国際温度目盛に換算した

値が与えられている。33) その数値に同様のフィッティング

を行ったところ，偏差として以前の温度目盛による値と少

し異なる曲線（●と○）が得られた。とりわけ1000 Kに下

向きの尖点が現れた。モデル関数は滑らかな関数であるか

ら，換算実験値に不自然なところがあるのかも知れない。

この偏差は小さい（0.2 %）ので高次の多項式でフィットす

ると隠されてしまうであろう。また2000 K以上の温度にお

いて大きい負の偏差がある（Fig.7）ことは新温度目盛でも

同じであった。

係数Aの安定性を見るために，データセットを制限して

このようなフィッティングを行った。データの上限温度Tu

の関数としてAの値をFig.8に示した。この場合は600 K以

上のデータが必要であることがわかる。

コランダムのデバイ温度は地球科学の観点から濱と水渡34)

によって詳しく検討され，従来の値1030～1050 Kに対し

て，熱容量や弾性定数のデータを全体としてよく再現する

値として934～959 Kが与えられている。比較のために

Ditmarsらのデータを15RDeb(Θ D/T )＋ACp2Tの関数形で

表現したところ，最適値Θ D＝948(2)KとA＝3.64×10－7

molJ－1が得られた。この値は濱と水渡の値とよく一致し，

コランダムの熱エネルギー全体を表現するデバイ温度として

適切な値であると考えられる。しかしこのフィッティング

では110点の熱容量実験値に対してx2＝78.2(JK－1 mol－1)2

であった。このように大きいx2値は系統誤差によるもので

あって，格子振動スペクトルのもう少し立ち入った特徴を

熱容量実験値から導出することができることを示している。

そこで12RDeb(Θ D/T )＋3REin(Θ E/T )＋ACp2Tの関数をフィ

ットさせることによってx2は2.6(JK－1 mol－1)2まで低下し，

Θ D＝1059(1)K, Θ E＝424(2)K, A＝3.85×10－7 molJ－1が

得られた。

(3)式を計算するに必要な量はモル体積，熱膨張係数成分

とスティッフネステンソルである。コランダムはその結晶

点群3mに従って熱膨張係数の成分（α 1, α 1, α 3, 0, 0, 0,）

をもっている。α1とα3はそれぞれa, c軸方向の線膨張係数

である。長さの相対的変化が温度の関数として与えられて

いるので，その微分によってα1とα3を得た。またモル体積

も知られている。スティッフネステンソルは次式の形をも

っている。

c11 c12 c13 c14 0      0

c12 c11 c13 －c14 0      0

(cλµ)＝ c13 c13 c33 0   0      0 (11)

c12 －c14 0    c44 0      0

0    0   0   0    c44 c12

0    0   0   0    c12 (c11－c12)/2
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Fig.7 Deviation of the heat capacity of corundum Al2O3

from the best-fit curves based on the data sets

10～ 1700 K and 10～ 2250 K. The positive

deviation indicates that the data are larger than

the best-fit curve. The original data (＋ and ×

marks) and those corrected to ITS-90 (filled

and open circles) are shown. The experimental

data are taken from refs.28 and 33.
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Fig.8 The best-fit value of the Cp－Cv correction

coefficient A of corundum vs. the upper limit

temperature Tu of the fitting data set. The

experimental data are taken from refs.28, 29 and

30.



実験値はコンプライアンステンソル成分sλ µの値として与

えられている。スティッフネステンソル成分はコンプライ

アンスの逆行列成分として次式に従って計算した。

c11＝(s33/s＋s44/s')/2

c12＝(s33/s－s44/s')/2

c14＝－s14/s' (12)

c33＝(s11＋s12)/s

c44＝(s11－s12)/s'

s＝s33(s11＋s12)－2s132

s'＝s44(s11－s12)－2s142

以上のデータに従って(3)式を計算した。700 Kにおける

値は∆Cfit＝3.37 JK－1 mol－1と∆Ccalc＝2.76 JK－1 mol－1で

あった。この計算でも断熱スティッフネスと等温スティッ

フネスの相違を(4)式にしたがって取り入れた。

8. 結果の考察

ハロゲン化アルカリに関する結果をまとめてFig.9に示

す。またコランダムの結果をFig.10に示す。これらの図に

おいて横軸は温度，縦軸はCp－Cvのフィッティングによる

値と計算値である。Fig.9では縦軸の値は化合物ごとに1単

位だけずらせてプロットした。両者の一致は概ねよいが，

かなりずれるものもある。300 Kにおける差を（フィッテ

ィング値－計算値）/計算値として示すとLiCl，NaCl，KCl，

RbCl，CsClについてそれぞれ－27 %，－2 %，12 %，8

%，－20 %である。NaClについては全温度範囲でほぼ完

全に一致する。またKClとRbClについても一致はかなり

よい。しかしLiClとCsClについては大きい不一致がある。

Table 1に計算結果の一部（300 Kの値）を示す。この表か

ら，関係する諸物理量のアルカリ金属イオン依存性が見て

取れる。LiClはモル体積が小さいのであるが，イオンの数

密度が大きいために熱膨張係数が大きく，その結果として，

(8)式の値が比較的大きい。しかしフィッティングで決めら

れた熱容量差はそれを反映していない。またCsClの熱容量

差計算値が大きいのは主として熱膨張係数が大きいことに

よっている。

コランダムについて不一致度（(フィッティング値－計算

値) /計算値）は900 Kにおいて24 %である。そしてLiCl

やCsClの場合とは逆にフィッティングのほうが大きい値と

なっている。

解析の上限温度300 KはLiClにとっては十分高温とはい

えないが，CsClにとっては十分高温である。このことは，

これらの物質について，計算値とフィッティングによる値

の不一致の原因がフィッティングの温度範囲にあるのでは

ないことが推測され，一つの可能性として以下のことが考

えられる。上に述べたようにイオン質量比が1からずれる

結晶では光学分枝が音響分枝から大きく分離して狭いバン

ドを作る。そのような分散曲線を成す系ではそれぞれの分
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Fig.9 The Cp－Cv values of the alkali metal chlorides

from the expansivity and stiffness (crosses) and

from the analysis of Cp (circles). For the sake

of clarity the curves are shifted upwards

successively by one unit.
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Fig.10 The Cp－Cv values of corundum Al2O3 from the

expansivity and stiffness (crosses) and from the

analysis of Cp (open and closed circles and x's).



枝に属するモードのグリューナイゼン係数がかなり異なる

であろう。現在の解析法は全体の平均を一つのパラメータ

ーで表わすので，NaCl，KCl，RbClでは比較的よく一致し，

LiClとCsClでは一致しないことになるのかもしれない。コ

ランダムについては状態方程式の研究が行われているので，

Cp－Cvとの関係もその方面から論じられるであろう。34)

9. 結　　論

Cp－Cvと差や熱膨張やスティッフネスの温度依存性は

格子振動の弱い非調和性に由来する。このような非調和性

は極低温における結晶の熱膨張を通して研究され，また地

球深部や惑星内部の高温高圧における固体の熱力学的性質

にとって重要であり且つ興味深い問題である。34,35) 熱測定

の分野では経験的な方法によって，調和性からのずれに関

連する量が導かれることが熱容量解析で知られていた。本

稿ではそのように経験的に得られていた量と，それとは独

立に決められた熱力学的量との比較を行い，対応関係があ

ることを示した。両者がよく一致する系とそうでない系が

あるが，熱容量の解析による値は，よい実験データがあれ

ば比較的簡単に導きだせるという利点がある。また得られ

た結果は解析の途中に入る仮定にあまり依存しない。その

一意性についてもある程度チェックすることができる。し

かしこの解析法の基礎になっている式Cp－Cv ＝ACp2Tは

非調和性を準調和近似でただ一つのパラメーターで表現し

ている。これは強い制約となっているはずである。上で示

したように，熱膨張係数に関して全温度範囲を一つのグリ

ューナイゼン定数で表現することはできず，もう一つのフ

ィッティングパラメーター（(9)式ではB2で表わした）が

必要である（Fig.1）。今後の方向として，できれば未定パ

ラメーターを増やすことなくこの(5)式を拡張することが望

まれる。

付録　デバイの熱容量関数と内部エネルギー関数の表示式

デバイの熱容量関数は標準的な熱力学の書物に数表とし

て与えられているがコンピューターで利用するには，近似

数式で表現することが望ましい。この論文で用いた表現を

以下に示す。温度領域を三つに分けて，それぞれに合う短

い関数形を次のように定めた。

領域 ΘD/T＞16,

Deb(ΘD/T )＝77.927(T/ΘD)3 (A1)

領域 16≧ΘD/T＞6.7,

Deb(ΘD/T )＝0.59522(1＋(((ΘD/T )－0.86335)/4.7573)2.9489)

(A2)

領域 6.7≧ΘD/T,

Deb(ΘD/T )＝

0.62663exp(－((ΘD/T )/3.5621)1.9922)＋

0.37341/(1＋((ΘD/T )/6.8099)3.5919) (A3)

これらの式は高温極限において1となるように規格化され

ている。したがってこれらの式で計算される値に3Rを乗じ

ると標準的なデバイ熱容量の値が得られる。

またいくつかの場合に体積やスティッフネスの温度依存

性はデバイモデルの内部エネルギーUdeb(ΘD/T )で近似した。

そのとき用いた式は以下のとおりである。これらの表示は

温度との比が高温において1に近づくように規格化されて

いる。

領域 ΘD/T＞16，

(1/T)UDeb(ΘD/T )＝19.482(T/ΘD)3 (A4)

領域 16≧ΘD/T＞10，

(1/T)UDeb(ΘD/T )＝

0.0021152－0.090043(T/ΘD)＋

1.2815(T/ΘD)2＋13.375(T/ΘD)3 (A5)
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Table 1 Linear expansivity and stiffness at 300 K of alkali metal chlorides and the heat capacity difference ∆C＝

Cp－Cv calculated thereby, compared with those derived from the experimental values of the heat capacity. 

T＝300 K α (T)/K－1 c11/TPa c12/TPa c44/TPa Vm Cv Cp ∆Ccalc ∆Cfit

LiCl 4.3810－5 0.0482 0.0190 0.0247 2.0410－5 46.06 48.14 2.85 2.08

NaCl 3.9610－5 0.0185 0.0132 0.0127 2.7010－5 47.71 50.35 2.69 2.64

KCl 3.6910－5 0.0403 0.0065 0.0063 3.7610－5 48.40 51.06 2.34 2.66

RbCl 3.6310－5 0.0365 0.0067 0.0048 4.3210－5 48.92 51.55 2.44 2.64

CsCl 4.6810－5 0.0366 0.0088 0.0081 4.2210－5 49.08 52.36 4.12 3.28

Vm＝molar volume in m3 mol－1

Cv, Cp, ∆Ccalc and ∆Cfit in JK－1 mol－1



領域 10≧ΘD/T＞6，

(1/T)UDeb(ΘD/T )＝

0.03233－0.94698(T/ΘD)＋

9.4533(T/ΘD)2－12.850(T/ΘD)3 (A6)

領域 6≧ΘD/T＞3，

(1/T)UDeb(ΘD/T )＝

0.034908－0.022415(T/ΘD)＋

5.4209(T/ΘD)2－7.4685(T/ΘD)3 (A7)

領域 3≧ΘD/T，

(1/T)UDeb(ΘD/T )＝

1.2267exp(－(ΘD/T )/2.1176)－

0.24352exp(－2(ΘD/T )/2.1176)＋

0.01663exp(－3(ΘD/T )/2.1176) (A8)
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要　　旨

LiCl，NaCl，KCl，RbCl，CsClおよびAl2O3（コラン

ダム）について熱容量Cpのデータを最小二乗法にもとづく

方法によって解析し，定積熱容量を推定した。この解析法

は格子振動スペクトルの大勢を中低温領域で決め，高温領
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域において調和振動子熱容量を超える部分から熱容量差を

決定するものである。また熱膨張係数とスティッフネスの

文献データを用いて，定圧熱容量と定積熱容量の差を計算

した。300 Kまでの範囲で，NaCl，KCl，RbClについて計

算値はCpの解析による値と約10 %の範囲に一致したが，

LiClとCsClについては熱膨張係数とスティッフネスにも

とづく値の方が20～30 %大きい結果が得られた。コラン

ダムについては900 Kまでのデータを用いて，Cpからの値

が約25 %だけ大きいことを見出した。またコランダムの熱

容量データの解析から高温領域（1800～2250 K）の値につ

いて得られる知見を論じた。
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